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Literatur A\‘(IT

Folgende Betrachtungen und Herleitungen basieren gréBtenteils auf:

H. Kronmdiller, Digitale Signalverarbeitung, Springer, 1991
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Einfiihrung — Begrifflichkeiten AT

er Institut o Technologie

m Schétzung

® Bestimmen eines unbekannten Parametervektors b € C¥
w Basierend auf Beobachtung y € CV ergibt sich die Abfolge'

b—>y—>l3:S{y}

a Anwendung:

m Bestimmung von Tragerphase und -frequenz; Kanalschatzung
m Synchronisation

u Detektion
m Vorher bekannt: b € B C C¥||B| < o0
a Anwendung:

= Demodulation
m Decodierung

'Die Schreibweise der Schétzer als b oder S{y} wird angepasst gewahlt, je nachdem, ob die
Abhangigkeit von der Beobachtung oder der zu schatzende Wert hervorgehoben werden soll.
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Lineares Signalmodell A\K"

m Lineares Signalmodell beschreibt einen linearen Zusammenhang? zwischen
Beobachtung y und gesuchtem Parametervektor b:

K
y:Za}kbk—l—n:Xb—i—n
1=1
mit
X:[wl ]GCNXK
b= (by,.. ,bK)T e 0K
y:(y17"'ayN) G(DN
neCV ~ fn(n)

2Ubung: Interpretieren Sie diesen Ansatz im Hinblick auf Vektorraumtheorie.
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Lineare Schatzung A\K"

w Lineare Schétzung schétzt den Parametervektor b mittels linearer Operation
aus der Beobachtung v, d.h. mittels einer Matrix G € CX*¥ gilt fiir das
lineare Signalmodell:

b=Gy=GXb+Gn

= Bemerkung: Schreibt man® mit y[n] := (y[n],...,y[n — N +1])T die
Schatzgleichung als

b=Gyn=g1,....gn8]"yln] = bi=g y=" (9i),s yln—m],

so fallt auf, dass es sich um eine Filterung mit einem kausalen, linearen
Filter mit der Impulsantwort g; handelt.

3Fur diese lllustration werden die Indizes verschoben und eine Zeitrichtung ,eingebaut".

Signalverarbeitung in der NT — Schatztheorie Communications Engineering Lab /
Holger Jakel u‘iw_



GauBapproximation/Orthogonalitiatsprinzip AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Theorem (Orthogonalitatsprinzip)

Ist B = {z1,...,x,} eine ONB eines Teilraums () # S C V in einem Innenpro-
duktraum V, soist fir y € V' die GauBsche Approximationsaufgabe

min |y — g

eindeutig durch «; = (y, «;) und damit

n

ya 1= argmin [ly — gl = 3 (v, @)

=1

lI6sbar. Der Fehlervektor steht bei Erreichen des Minimums senkrecht auf S,

(y - ya)J-S‘
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GauBapproximation/Orthogonalitatsprinzip ~ IT

a Bemerkung:
m Das Orthogonalitatsprinzip stellt einen méglichen Ausgangspunkt zur

Bestimmung optimaler Schétzer dar.
m Alternativ sind anderen Ansétze wie z.B.

m Ableiten und Nullsetzen
» Quadratische Erganzung

denkbar. Welche ,Variante” einfacher/effizienter ist, kann von Fall zu Fall
variieren.
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@ Least-Squares-Schatzung
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Least-Squares-Schatzung |

a Die Schatzung des gesuchten Parameters ergibt einen Vektor b

a Aufgrund des Signalmodells liegt der ,zurlickgeschatzte” Wert ohne
Rauschen in dem von den Spalten von X aufgespannten Unterraum:

9= Xb.

a Nach GauBapproximation gilt fiir die bestmdgliche Approximation
notwendigerweise (y — ) Lz}, und somit folgt:*

XU Xxb=XHy.
Gleichungsldsung liefert:

brs = (XTX)"1xHy

“Dies sind die so genannten Normalengleichungen.
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Least-Squares-Schatzung Il AT

er Institut o Technologie

a Ziel ist die Minimierung der Fehlerquadrate:
N
ly = g|I* = min

Einsetzen liefert: . ,
lly — Xb||2 = min

Die L&sung ergibt sich durch die Pseudoinverse einer Matrix und ist>:

brs = XTy = (XUX)"1x"y

5. falls rk(X) = K = min{N, K}, d. h. X vollen Spaltenrang hat und es weniger Spalten als
Zeilen sind. Voller Spaltenrang entspricht der linearen Unabhéngigkeit der Spalten. Sind die Spalten aber linear
unabhangig, so ist notwendigerweise K < N. (Ubung: Wieso?)
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Least-Squares-Schatzung Il

m Beispiel: LS-Schatzer fir eine Impulsantwort der Lange 15; Eingangssignal
ist eine BPSK-modulierte PN-Sequenz der Lange 31

AT

er Institut o Technologie
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Eigenschaften von Schatzern AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

w Ein Schatzer b heiBt erwartungstreu, falls E(b) = b.

a Falls der Schatzer b bei beliebig langer Beobachtung beliebig genau
schatzt, heiBt er konsistent:

yeCV¥ = lim P(b—b|>¢) =0
N—oo
a Ein erwartungstreuer Schétzer Be hei3t effizient, falls fur jeden anderen

Schatzer b gilt:®
Ci.b. < Cip

a Beispiel: Ein linearer Schatzer ist bei mittelwertfreier Stérung
erwartungstreu, falls GX = I ist.

6Man definiert fur Matrizen: A < B, falls B — A positiv semidefinit ist. Dazu ist &quivalent, dass
2"(B — A)x > 0, = € C" gilt bzw. dass alle Eigenwerte von B — A nicht-negativ sind.
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Eigenschaften von Schiétzern &‘("

a Bemerkung:

m Die Forderung der Erwartungstreue in der Definition der Effizienz ist nicht
notwendig, man kann Effizienz auch fir Schatzer mit E(B) # b definieren.
Dann ist die Varianz des Schétzer aber kein verniinftiges Giitemaf.”

Fir den einer Kovarianzmatrix nachempfundenen Ausdruck folgt:®

E((b~b)(b—b)") = Cy, + (b~ E(b) (b~ E(b))".

Durch Bildung der Spur folgt fir die mittlere quadratische Abweichung, mean
square error, MSE:

MSE := E(||b — b||*)
=E(|b—-E®)|*) + Ib— E®)|?

anstelle der Varianz des Schatzers.®

7Ubung: Finden Sie ein Gegenbeispiel, das diese Aussage unterstreicht.

8(Jbung: Nachweis

%In beiden Gleichungen unterscheiden sich die Ausdriicke von der ,normalen (Ko-)Varianz* durch den
systematischen Fehler, der durch die fehlende Erwartungstreue entsteht.
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Eigenschaften von Schiétzern &‘("

a Beispiel: (Mehrfache Messung eines Wertes)
® Modelly = (1,..., )"0+ n,beR,y,n € RY
a Der lineare Schatzer mit G = (1/N,...,1/N) € R**¥ resultiert in

N 1 &
b:N;y¢:b+N;ni7

ist damit erwartungstreu und konsistent (Ubung; Hinweis:
Tschebyscheff-Ungleichung).
m Ist der Schétzer effizient? Wie kénnte man das Uberprifen?
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Cramer-Rao-Schranke AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Theorem (Cramer-Rao)'°

Ist der Schatzer b erwartungstreu, so gilt'! fiir die Kovarianzmatrix des Schatzfeh-
lersb:=b—b:
Cop = J !

mit der Fisher’schen Informationsmatrix

J=FE ([mn(f(ylb))] [8ln(f(y|b)>]T>

ob ob

- (PG

10zyr Vereinfachung fur reellwertige GréBen formuliert und fir den eindimensionalen Fall nachgewiesen.
1.bei Existenz der GroBen
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Cramer-Rao-Schranke A\KIT

m Istinsbesondere b € R, so lautet die Aussage:

v

0b

_ (E (82 1ng;§yb>>>>‘1
a Bemerkung:

m Falls ein effizienter Schatzer existiert, ist dies der ML-Schatzer.
a Ubung: Uberlegen Sie sich, welche Form die Cramer-Rao-Schranke annimmt,
falls die Elemente von y unabhéngig und identisch verteilt sind.

12 13

12[]bung: Machen Sie sich dies aufgrund des Nachweises des Theorems klar.

Bim Folgenden wird teilweise vorausgesetzt, dass die Entstehung des ML-Schétzers bekannt ist. ,Offizielle*
Definition und Herleitung erfolgt spater.
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Cramer-Rao-Schranke A\KIT

a Beispiel: (Nochmal die mehrfache Messung eines Wertes)

® Modelly = (1,...,1)Tb+n,b e R,y,n € RY
m Ist n wei3 und gauBverteilt, so folgt

1 — 18|
f(ylb) = @ro?) 2 exp (—%)

und somit ) )
FIn(f(ylb)\ _ o
J=-E (TR0 = 7
ob N
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Cramer-Rao-Schranke &‘(lT

er Insttut or Technologie

a Beispiel: (ctd.) Cramer-Rao-Schranke und Varianz des ML-Schéatzers
(Mittelwertschétzer) bei 10* Realisierungen
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— oA,
CRB
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\
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R e
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a 5 10 15 20
N
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MMSE-Schatzer AT

a Ziel: Minimierung der Fehlerleistung
E (|16~ baisel|? ) = min £ (|1b - /)
b

u Orthogonalitatsprinzip™ ergibt:

Der Schatzfehler b— Gy muss bei mittelwertfreiem Rauschen fiir den
linearen MMSE-Schatzer orthogonal zu den Beobachtungen y sein.
Anpassung von ,orthogonal“ auf die gegebene Situation liefert:

E((b-Gy)y") = 0.

4Die Tatsache folgt auch direkt durch quadratische Ergédnzung und Umformung.
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MMSE-Schitzer AIT

er Institut o Technologie

a Nun: Lineares Signalmodell y = X'b + n mit mittelwertfreiem Rauschen,
das unkorreliert von dem Parametervektor ist
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MMSE-Schatzer AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Theorem

Der Schétzer mit minimaler Schatzfehlerkovarianz (kurz: Minimum-Mean-Square-
Error, MMSE), der auch als GauB-Markoff-Schétzer bezeichnet wird, lautet:

Guvist = Rpp X (X Rpp X P + Cp) ™1
= (X"CpnX + Ryy) ' X"Cpp,

wobei'® Ry, = E(bb) und C,,, = E(nnt) gilt."s.

a Nachweis: Tafel

15Es wird die Notation Rpp = E(be) verwendet, da es sich um die Korrelation und nicht um die
Kovarianzmatrix handelt. Fir n sind diese gleichwertig, da es mittelwertfrei ist.
18F(ir den zweiten Schritt verwende Matrix-Inversionslemma; siehe etwa [Kro91]
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MMSE-Schatzer AT

m Bei fehlendem Vorwissen (iber b kann Ry, nicht berechnet werden. In
diesem Fall setzt man R;,' = 0 und es folgt der Minimum-Varianz-Schétzer

Guy = (XHC;},’X)ilXHC;}l

a Beispiel: ... und schon wieder die Mehrfachmessung
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MMSE-Schatzer AT

a Bemerkungen:

m Der LS-Schéatzer operiert auf einer Beobachtung und berechnet dafir den
Schéatzwert mit minimalem Fehlerquadrat. Im Gegensatz dazu bestimmt der
MMSE-Schétzer (GM-Schétzer) denjenigen Schétzer, der im Mittel das
Fehlerquadrat minimiert.

m Ist das Rauschen weif3 und identisch verteilt (oder wird dies mangels Kenntnis
angenommen), so folgt aus dem MMSE-Schatzer als Spezialfall der
LS-Schétzer:

Gis = (X"x) ' x"

Aus [Kro91]: ,[...] In diesem Fall ist die optimale Parameterschatzung identisch
mit der besten Modellanpassung. [...]*. Wenn also keinerlei Wissen Gber
Statistiken vorliegt, ist das aktuell Beste identisch mit dem im Mittel Besten.
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Wiener-Filter A\KIT

m Szenario:

a Signal s[k] wird gesendet
a Beobachtet wird ein verrauschtes Signal: y[k] = s[k] + n[k]
a Filterung der Beobachtungen mittels eines FIR-Filters mit der |A g[k] liefert:

:Zg Jy[k — m]

=0

a Ziel:
a Nicht verrauschtes Signal mit einem Filter mit der 1A w(k] filtern:

N

z[k] = Z wlm]s[k — m)]

m=—K

= Giitekriterium: Quadratische Abweichung |2 [k] — z[k]|?
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Wiener-Filter A\KIT

a Bemerkung: (aus [Kro91])
a w(n] = d0[n]: x[n] = s[n]; Filterung zur Beseitigung des Rauschens
a win] =d6[n+ K|, K > 0: z[n] = s[n + K]; Prédiktion
a w[n] =d[n — K|, K > 0: z[n] = s[n — K]; Gldttung
Ebenso sind auch zeitdiskrete Differenzierer, Integrierer u.v.a.m. méglich.
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Wiener-Filter AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Theorem (FIR-Wiener-Filter)

Sind s[k] und n[k] unabhéngig und ist das Rauschen mittelwertfrei, so erfullt
das im Sinne der quadratischen Abweichung optimale Filter die Wiener-Hopf-
Gleichung

9" = wTRys(K)(Rss(0) + Crn) ™,

wobei:
9= (9[0],....glN])" w = (w[-K],...,w[N)T
s[k] = (s[k],...,s[k — N])T n[k] = (n[k],...,n[k — N])T
Rys(i) = E(s[k +i)(s[k])") Cun = E(n[k](n[k])")

30
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Wiener-Filter A\‘(IT

m Beispiele: (nach [Kro91]; Entwurfsziel sei eine Filterung, d.h. K = 0,
w[n] = 4[nl)
= Signal und Rauschen jeweils weif3 und voneinander unabhangig —
R.s(K) = Rss(0) = 021 und Cpy, = 021. Dann folgt:

ox [n] = #[n] = ox

9= Sy o o2 +

Uzy[ n].

w Signal konstant, Rauschen wei 7 = Rgs(K) = Rss(0) = 021y N und
Chprn = 21. Dann folgt:

N
1 1
gl = ———— 1y = &= ———— > yln—k
N+1+% N+1+% 5

17[]bung: Zeigen Sie, dass das Ergebnis dem MMSE-Schétzer fur ein konstantes Signal entspricht.
Hinweis: Verwenden Sie X = (1,...,1)7T.
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Verteilungsbasierte Schatzer g\(lT

a Ansatz: Es wird kein lineares Signal- oder Schatzmodell vorausgesetzt;
Ausgangspunkt ist vielmehr die Verbunddichte

f(b.y).
a Im Weiteren werden hieraus die a posteriori Dichte
f(b,y)
b =
f(bly) W)
und die bedingte Dichte
f(y,b)
f(ylb) =
(y[b) ()

abgeleitet und verwendet.'®

18Herleitung durch die Regel von Bayes; in oben aufgefiihrter Formulierung wird jeweils ein Nenner ungleich
Null vorausgesetzt.
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MAP- und ML-Schatzer AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Der Maximum-a-posteriori (MAP)-Schétzer ist definiert durch
i)MAP = arg mgx f(bly).
Der Maximum-Likelihood (ML)-Schétzer erfillt

by = arg max f(y|b).

a Folgerung: Aufgrund der Bayes’'schen Regel gilt MAP=ML, falls alle b
gleichwahrscheinlich sind

a Beispiel:
m Unsere gute alte Mehrfachmessung: Mittelwertschétzer ist der ML-Schatzer
m Schatzen von Erwartungswert und Varianz einer Normalverteilung

inder NT — Scha i Communications Engineering Lab Z
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Bayes-Schatzer AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Definition

Der Bayes-Schétzer minimiert den Erwartungswert einer Kostenfunktion C'(-):

bgayes = argmin E(C(b — b)).
b

a Bemerkungen:

a Fir C(z) = ||z||* ergibt sich der MMSE-Schatzer.
a Fir C(x) = ¢,z # 0 entspricht dies dem MAP-Schatzer."

195iehe [Kro91].

35
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MAP- und ML-Detektion AT

m Detektion — bekanntistb € {b1,...,by}
m Prinzip: Aufteilen des Beobachtungsraums in Entscheidungsregionen:
M
eV =JRi, RiNR;=0fri+#j
i=1

® MAP-Prinzip fiihrt auf?® (ML-Prinzip analog)

i—1

Rinap = {y € CV : f(bily) > f(bjly), j #i}\ U Rk MaP
k=1

20Ubung: Was bedeutet die \-Operation, weswegen ist sie mathematisch notwendig und welche praktische
Bedeutung hat sie?

36 Signalverarbeitung in der NT — Schatztheorie Communications Engineering Lab
Holger Jékel



MAP- und ML-Detektion AT

.........................

Theorem (MAP-Theorem)

Fur die Detektionsaufgabe mit b € {by, ..., by} minimiert der MAP-Schatzer die
Wahrscheinlichkeit eines Detektionsfehlers (£ =Detektionsfehler)

M
P(E) = ZP(IA’ # b;|b;) P(b;).

i=1

a Nachweis: Tafel

37
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MAP- und ML-Detektion AT

a Bemerkung:
a Sind die Symbole gleichwahrscheinlich, so minimiert der ML-Schétzer die
Wahrscheinlichkeit eines Detektionsfehlers.
a Erinnerung/Ubung: Leiten Sie die Entscheidungsregel, die Sie aus NT | fiir
die Demodulation kennen, mittels ML her.
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Lernzielkontrolle A\KIT

a Die folgende Aufstellung fasst die zentralen Punkte zusammen.

a Es wird aufgezeigt, welche Punkte nach Bearbeitung des Kapitels klar sein
sollten.
a Hinweise:
m Die Auflistung ist nicht vollstédndig, sondern fiihrt die wichtigsten Aussagen auf;
nicht erwahnte Inhalte sind dennoch bedeutsam.
m Oft enthalten die Nachweise wichtige Ideen; diese also nicht vernachlassigen.
m Stets versuchen, Gleichungen in Verbindung mit Interpretationen und
Anwendungen zu sehen
a Des weiteren sollten alle kleinen nltzlichen Ergédnzungen verstanden sein.
m Es istimmer eine gute Idee, etwas Gelerntes im Rechner umzusetzen. Dies
hilft beim Versténdnis und scharft das Bewusstsein fir mdgliche Probleme.
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Lernziele

Nach diesem Kapitel sollten als zentrale Punkte klar sein:

Begriffe Schatzung und Detektion
Lineare Schatzmodelle und lineare Schatzer, LS-Schéatzer
Bestimmung eines geeigneten Modells anhand von Beispielen

m Schétzung eines konstanten Wertes durch Mittlung
m Formulierung von Kanal- und Symbolschatzung bei der
Nachrichtenlibertragung

GauBapproximation und Orthogonalitétsprinzip

Eigenschaften von Schatzern und deren Bedeutung
Cramer-Rao-Schranke und Anwendung

MMSE-Schatzer und Wiener-Filter; bei ersterem auch die Herleitung
MAP- und ML-Detektion, MAP-Theorem
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